Jednacine stanja

17. decembar 2015

Vrijednosti napona i struja u elektri¢cnom kolu mogu se odrediti rjesSavanjem
sistema jednacina napisanih po Kirhofovim zakonima uz dodatak karakteri-
stika elemenata. Kada se posmatra linearno i vremenski nepromjenljivo kolo,
na ovaj nacin je moguce dobiti sistem od n nezavisnih linearnih diferencijal-

dx
— = Ax + Bu, 1
gdje je
T
X(t):[:vl(t) o (t) ... xn(t)} , (2)
vektor stanja kola, a u vektor pobudnih generatora. Elementi vektora stanja
su veli¢ine koje opisuju stanje kola u trenutku ¢ i nazivaju se promjenljive
stanja. Sistem jednacina (1) je sistem jednacina stanja.
Stanje kola u proizvoljnom trenutku zavisi od energije akumulisane u kolu
i pobuda koje djeluju. Slijedi da promjenljive stanja moraju zadovoljavati
sljedece uslove:

1. Ako su poznate vrijednosti promjenljivih stanja u poc¢etnom trenutku
to, x; (to), 1 oblici pobuda w; (t) za t > t;, moguce je odrediti vrijednosti
promjenljivih stanja z; () za t > to;

2. Ako su poznate vrijednosti promjenljivih stanja z; (t) i pobuda w; (t),
moguce je odrediti vrijednosti svih ostalih veli¢ina y; (¢) u kolu.

Vidjeli smo da je pocetno stanje kola odredeno energijom koja je aku-
mulisana u kolu. Posto je akumulisanu energiju praktiéno izraziti u funkciji
pocetnih uslova odredenih naponima na kondenzatorima i strujama kale-
mova, pogodno je te velicine odabrati kao promjenljive stanja. Broj pro-
mjenljivih stanja n je red kola i jednak je broju nezavisnih pocetnih uslova u
kolu, odnosno, broju nezavisnih kondenzatora i kalemova u kolu. Broj neza-
visnih kondenzatora u kolu jednak je broju kondenzatora umanjenom za broj



kondenzatorskih petlji, a broj nezavisnih kalemova jednak je broju kalemova
umanjenom za broj kalemskih presjeka u kolu

n=bc —nc+b, —np, (3)

gdje je bo broj kondenzatora, neo broj kondenzatorskih petlji, by broj kale-

mova, a ny, broj kalemskih presjeka.
Kondenzatorska petlja je kontura u grafu kola koja sadrzi samo grane sa

kondenzatorima i idealnim naponskim generatorima, kao na Slici 1. Kalemski

Slika 1: Kondenzatorska petlja.

presjek je presjek grafa kola koji sadrzi samo grane sa kalemovima i idealnim

strujnim generatorima, kao na Slici 2.

1 Formiranje sistema jednacina stanja

Postupak formiranja sistema jednacina stanja zasnovan je na topoloskim
metodama analize elektricnih kola i sadrzi sljedece korake:

1. Nacrtati graf elektri¢nog kola i grane grafa orijentisati u skladu sa oda-
branim referentnim smjerovima struja i napona pristupa. Pri crtanju
grafa smatrati da svaki pristup elementa odgovara jednoj grani grafa.

2. Odrediti normalno stablo grafa. Normalno stablo je stablo koje sadrzi
sve naponske generatore, maksimalan broj kondenzatora, minimalan
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Slika 2: Kalemski presjek.

broj kalemova i potreban broj otpornika, a ne sadrzi nijedan strujni ge-
nerator. Maksimalan broj kondenzatora u definiciji normalnog stabla
se odnosi na eventualnu kondenzatorsku petlju u kolu. Ocigledno, uko-
liko u kolu postoji kondenzatorska petlja onda je nemoguée sve grane
konture ukljuciti u stablo jer to vise ne bi bilo stablo. Analogno, ako
u kolu postoji kalemski presjek neophodno je jednu granu iz tog pre-
sjeka ukljuciti u stablo kako bi se ispunio uslov da je stablo povezan
podgraf polaznog grafa. Ocigledno, ako u grafu ne postoje kondenza-
torske petlje i kalemski presjeci, sve grane sa kondenzatorima ¢e biti u
normalnom stablu, a nijedna grana sa kalemom nece biti ukljucena u
normalno stablo.

. Za dato normalno stablo promjenljive stanja se biraju kao naponi na
kondenzatorima u granama stabla i struje kalemova u spojnicama.

. Za dato normalno stablo formirati skupove glavnih presjeka i kontura.

. Za glavne presjeke napisati jednacine po KZS

b
Zaklil:O,kzl,Z,...,n, (4)
=1

a za glavne konture napisati jednacine po KZN
b
Zbklul:O,kzl,Q,...,m. (5)
=1
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Takode, napisati karakteristike elemenata u vidu algebarskih i diferen-
cijalnih jednacina izmedu napona i struja grana wu; i ;.

6. Eliminisati iz dobijenog sistema jednacina sve veli¢ine osim promjen-
ljivih stanja, odnosno, napona na kondenzatorima u granama stabla i
struja kalemova u spojnicama i pobuda. Dakle, struje grana stabla koje
sadrze kondenzatore i otpornike treba izraziti preko napona tih grana

. ducy

—C 6
ck k dt 3 ( )
. URn
iR = R—Rn. (7)

Napone spojnica koje sadrze kalemove i otpornike izrazavamo preko
njihovih struja

dig,
ur;j = Ljd—tj> (8)
URm = RmZRm (9)

Grane koje sadrze naponske i strujne generatore se opisuju odgova-
raju¢im velicinama, naponima i strujama, respektivno.

7. Dobijene jednacine se zatim svode na normalni oblik u kojem svaka
jednacina sadrzi izvod tac¢no jedne promjenljive stanja.

Ukoliko u kolu postoje kondenzatorske petlje ili kalemski presjeci postu-
pak ima malo drugaciji oblik. Naime, u tom slucaju postoje spojnice koje
sadrze kondenzatore i grane stabla koje sadrze kalemove. Posmatrajmo sada
slucaj grane stabla koja sadrzi kalem. Posto se grana nalazi u stablu grafa
potrebno je izraziti struju kalema u funkciji napona. Medutim, ta veza je
integralna sto ne odgovara formi sistema jednacina stanja. Zbog toga se
struja posmatrane grane stabla najprije izrazava preko struja ostalih grana
(spojnica) koje pripadaju kalemskom presjeku

ik = Zij, (10)
J

pri cemu su i; struje spojnica koje mogu ukljucivati i strujne generatore.
Konacno, napon grane je

d .
ULk :Lkaz%' (11)

J



Analogno, u slu¢aju spojnice koja sadrzi kondenzator najprije napon izrazavamo
preko napona ostalih grana koje ¢ine kondenzatorsku petlju

ucr = Zuj, (12)
J

gdje su u; naponi grana stabla koje mogu ukljucivati i naponske generatore.
Struja grane je sada

, d
10k = CkEZuJ (13)
J

U ovom slucaju se u sistemu jednacina stanja mogu pojaviti i prvi izvodi
pobuda.

1.1 Primjer

Formirati sistem jednacina stanja za kolo na Slici 3.

Slika 3: Kolo uz primjer formiranja jednacina stanja.

Graf kola sa odabranim referentnim orijentacijama grana je prikazan na

Slici 4.
Slika 4: Graf kola uz primjer formiranja jednacina stanja.

Primjer iz knjige. Nisam siguran da je to dobar primjer.



2 Analiticko rjesavanje jednacina stanja

Sistem jednacina stanja je oblika

del
E = Q1121 + a12T2 + ... + a1pTy + b1f1
dx
2 — 4Ty + ATy + - . + ATy + b2 f2
dt (14)
dx,
% = Ap1T1 + Ap2T2 + ... + App Ty + bnfnv

gdje su f; linearne kombinacije pobudnih generatora (naponskih i strujnih)
i izvoda pobudnih generatora. RjeSenje sistema (14) je zbir sopstvenog i
partikularnog rjesenja, odnosno, sopstvenog i prinudnog odziva kola.

2.1 Odredivanje prinudnog odziva

Prinudni odziv ima isti funkcionalni oblik kao pobuda. Pretpostavimo da
u kolu za t > 0 djeluju pobude oblika

Mnoge cesto koristene pobude, kao sto su Hevisajdova, impulsna, prostope-
riodi¢na, itd, mogu se predstaviti u ovom obliku ili izvesti iz njega.

Ako je ucestanost eksponencijalne pobude, s, razlicita od svih sopstvenih
ucestanosti kola, elementi prinudnog odziva su oblika

23y (1) = Xy, (16)

gdje su X, konstante koje mogu biti realne ili kompleksne. Uvrstavanjem u
sistem (14) dobija se sistem algebarskih jednacina

(Sp — CLH) le — CL12X2p — ... Cllanp == blUl
—0,21X1p + (Sp — GQQ) sz — ... — CLQanp = b2U2
(17)
—aanlp — CLnQXgp — ...+ (SP - ann) an == ann

Ako je ucestanost eksponencijalne pobude s, jednaka nekoj od sopstvenih
ucestanosti s, prvog reda, odgovarajuéi element prinudnog odziva je oblika

zip (1) = (X5 + X)) e, (18)
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a ukoliko je odgovarajuca sopstvena ucestanost r-tog reda, element prinudnog
odziva je oblika

zip () = (X}Ij) +ixP 4 .tTXZ.(;)> esrt, (19)

Rjesavanjem sistema (17) dobijaju se vrijednosti X, ¢ime su odredeni
elementi prinudnog odziva

f[)lp le
x X

Tl=| T e (20)
Tnp Xnp

2.2 QOdredivanje sopstvenog odziva

Sopstveni odziv je rjeSenje homogenog sistema jednacina i pretostavljamo
ga u obliku
Tis (t) = XZ‘GSt, (21)

gdje su X; i s konstante koje treba odrediti. Uvrstavanjem u homogeni sistem
jednacina dobija se sistem algebarskih jednacina

(8 —CLH)Xl — a12X2 — ... alan =0

—a21X1 + (S — a22) X2 I aann =0 (22)

—aanl — an2X2 — ...+ (S - a,m) Xn =0.

Ovaj sistem ima netrivijalna rjesenja ako je determinanta sistema jednaka
nuli, odnosno,

det (sI, — A) =0, (23)

gdje je I,, jedini¢na matrica reda n.

Jednacina (23) je karakteristi¢na jednacina za matricu A pa se naziva i ka-
rakteristicna jednacina kola. Korijeni karakteristicne jednacine su sopstvene
vrijednosti matrice, odnosno, sopstvene ucestanosti kola. Broj sopstvenih
ucestanosti jednak je redu kola.

Ako su sve sopstvene ucestanosti kola, sg, k = 1,...,n, razlicite, elementi
sopstvenog rjesenja su oblika

zis (1) = > XDt (24)
k=1



Vektori

X
su mod-vektori kola.

Ako je korijen sy reda r, a ostali korijeni su prosti, sopstveni odziv je
oblika

n
Tis (t) = XZ.(l)eslt—l—tXZ.(z)eslth. . .—I—tr_lXi(T)esltqL Z Xi(k)es’“t, 1=1,2,...,n.
k=r+1
(26)
U zavisnosti od vrijednosti sopstvenih ucestanosti mogu nastupiti tri
slucaja:

1. Sopstvena ucestanost s je realna s = o. U tom slucaju je i Xi(k) biti
realna veli¢ina i svi elementi mod-vektora my; ¢e biti realne velicine.
Odgovarajué¢a komponenta sopstvenog odziva je

Tis (8) = X[Per, (27)

2. Sopstvena ucestanost s, je kompleksna velicina s, = o + jwi. U tom
slucaju i konjugovano kompleksna vrijednost sj, mora biti sopstvena
ucestanost mreze. Ovom paru sopstvenih ucestanosti odgovara par
konjugovano kompleksnih konstanti Xi(k) i X¥ pa su i odgovarajuée

komponente sopstvenog odziva konjugovano kompleksne i vrijedi

Tis + 7, = C P e cos (wkt + 1[1@) : (28)

3. U specijalnom slucaju kada je sopstvena ucestanost Cisto imaginarna
Sk = jwk, pa je odgovarajuca komponenta sopstvenog odziva prostope-
riodi¢na funkcija

Tis + X, = CZ.(k) cos (wkt + w§’“)> . (29)

Kompletan odziv je sada jednak

1 2 n
S I I T B e u
T2 _ Xop e X.2 1t 4 X? et 1 X? esnt
Tn Kop bl X7 X



2.3 Odredivanje integracionih konstanti

Vrijednosti integracionih konstanti se odreduju iz pocetnih uslova. Raz-
motri¢emo metode sukcesivnih izvoda i direktnu metodu. Pretpostavimo za
pocetak da u kolu ne postoje kondenzatorske petlje ni kalemski presjeci.

2.3.1 Metoda sukcesivnih izvoda

Potrebno je odrediti vrijednosti n? integracionih konstanti, Xi(k), polazeci
od n pocetnih uslova

x1(0),22(0),...,2,(0). (31)

U daljem razmatranju podrazumijeva¢emo da su pocetni uslovi dati za t =
07", ali éemo radi jednostavnije notacije koristiti trenutak ¢ = 0. UvrStavanjem
ovih vrijednosti u sistem jednacina stanja dobijaju se vrijednosti za

d.iCl dili'g d:[;n
—(0),—(0),...,—(0). 32
—L(0),52(0),-, S (0) (3)
Deriviranjem jednac¢ina stanja i ponovnim uvrstavanjem dobijamo
d?z d?z, d’z,,
—(0),...,—=(0). 33

Ponavljanjem postupka n puta dobijamo vrijednosti svih izvoda do n-tog,
promjenljivih stanja u t =0
d"xq d"xy d"x,,

S (0,722 (0) o (0). (34)

Sa druge strane, iz opSteg rjesenja sistema jednacina stanja (30) imamo

2 (0) =25 (0) + > XM i=1,...n. (35)
k=1

Deriviranjem opsteg rjeSenja i izracunavanjem vrijednosti u ¢t = 0, dobijamo

i (0) = dtp (0)—1—2st§1€),@: 1,...,n, (36)
k=1
(37)
d”_lxl- d”_lsci “ n— .
ot =SP4 Y X i=1 (38)

Rjesavanjem dobijenog sistema od n? algebarskih jednac¢ina dobijamo vrijed-
nosti integracionih konstanti.



2.3.2 Direktna metoda

Pri odredivanju sopstvenog odziva, dosli smo do sistema jednacina (22)
koji ¢éemo ponoviti ovdje radi preglednosti

(S —an)Xl — CL12X2 — ... —alan =0

—CL21X1 -+ (8 — CLQQ) X2 — ... CLQan =0 (39)

—aanl — CLnQXQ — ...+ (S - am) Xn = 0.

Da bi ovaj sistem imao netrivijalna rjeSenja njegova determinanta treba da
bude jednaka nuli. Slijedi da su jednacine linearno zavisne za svaku sopstvenu
ucestanost si, kK =1,...,n i jedna jednacina se moze izostaviti. Bez gubitka
opstosti pretpostavimo da smo izostavili prvu jednac¢inu. Dobijeni sistem
jednacina se moze rijesiti, za konkretnu sopstvenu ucestanost, tako sto ¢emo
konstanti X fk) dodijeliti proizvoljnu vrijednost,

XM = KW, (40)

Dijeljenjem svih jednacina sa K*) i prebacivanjem ¢lanova a;;, ! > 1 na desnu
stranu dobijamo

XM pe x®
(Sk - CL22) K(k) — a23K(k) — ... — agnm = ag
X" X X
(132W+<5k_(133)m — ... —agnm = as1 (41)
k k &
CANE ¢ S N
Un2 gy — O3y — oo T Sk T Gan) gy = Gna
Rjesenja ovog sistema su oblika
xH Ay
Sl Gy (42)

K(k) a AH (8k>7

gdje je Aji (si) kofaktor j-te vrste i k-te kolone sistema. Odavde slijedi da
je, za datu sopstvenu ucestanost,

(k) (k) (k) (k)
K .S S ¢ e C (43)
Aqy (Sk) Aqy (Sk) AP <5k) Ay, (Sk)
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Analogna veza izmedu konstanti vrijedi i ako se iz sistema (22) izostavi proi-
zvoljna j-ta jednacina i konstanti X ](k) dodijeli proizvoljna vrijednost. Dobi-
jenih n — 1 relacija daju veze izmedu integracionih konstanti na proizvoljnoj
sopstvenoj ucestanosti sto znaci da ukupno imamo n (n — 1) relaciju. Posto
imamo i n nezavisnih pocetnih uslova slijedi da moZemo odrediti n? integra-
cionih konstanti.

Sada, na osnovu vrijednosti proizvoljno izabrane integracione konstante,
npr. X 1(k) mozemo odrediti vrijednosti svih integracionih konstanti u obliku

k k) ]
Xlik; A121<5k> Aék;
Yo | _ | Au A
k 13(Sk k
XB = Aq1(sg) K®) )‘3 K(k)a (44)
(k) Aln.(s ) (k)
L Xn i B A11(8:) i L An i

AP
31 Xip /\ék)
x X i
L= T et KW A | e, (45)
: k=1
o Ko NG
Odredivanje konstanti
Mod-vektori
x®
(0
m,=| > |, (46)
XM

odrazavaju raspodjelu promjenljivih stanja na odredenoj sopstvenoj ucestanosti
mreze. 1z (43) vidimo da su vrijednosti mod-vektora odredene unutar multi-
plikativne konstante.
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